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Lời mở đầu

Trong chương trình toán học phổ thông, những bài toán liên quan đến tích phân

Riemann chỉ được quan tâm ở khía cạnh các tính chất, các phương pháp và kỹ thuật tính

tính phân. Trong khi đó, các bài tập về bất đẳng thức với tích phân rất đa dạng và phong

phú. Luận văn này nhằm giới thiệu và phân tích một số bất đẳng thức cơ bản đối với tích

phân, từ đó áp dụng và phát triển cho một loạt bài toán khác. Luận văn cũng giới thiệu

tích phân Riemann–Stieltjes là tích phân tổng quát hơn tích phân Riemann, áp dụng cho

lớp hàm khả tích rộng hơn lớp hàm khả tích Riemann, cùng một số tính chất.

Nội dung của Luận văn được trình bày trong 3 chương: Chương 1 trình bày về tích

phân Riemann-Stieltjes. Chương 2 giới thiệu các bất đẳng thức tích phân cơ bản. Chương

3 giới thiệu một số bài toán áp dụng và phát triển.

Một phần của luận văn (Mục 3.3) đã được báo cáo tại Hội thảo khoa học "Các chuyên

đề Toán học bồi dưỡng học sinh giỏi toán" tỉnh Lai Châu tháng 10 năm 2015 và được

đăng trong Kỷ yếu của Hội thảo.

Luận văn này là thành quả lao động nghiêm túc của bản thân tác giả, được hoàn

thành dưới sự hướng dẫn của Tiến sĩ Vũ Tiến Việt. Tác giả rất biết ơn sự giúp đỡ nhiệt

tình, có hiệu quả của thày giáo hướng dẫn.

Tác giả cũng xin bày tỏ lòng biết ơn đến tập thể các thày cô của Khoa Toán - Tin,

Trường Đại học Khoa học – Đại học Thái Nguyên đã giúp đỡ tác giả trong thời gian theo

học các chuyên đề và hoàn thành các công việc của một học viên cao học.

Thái Nguyên, ngày 29 tháng 5 năm 2016

Tác giả

Loan Thanh Đạo
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Chương 1

Tích phân Riemann-Stieltjes

Chương này giới thiệu tích phân Riemann–Stieltjes1 là tích phân tổng quát hơn tích

phân Riemann đã học trong chương trình trung học phổ thông. Về phương diện hình học,

tích phân là bài toán tìm cách tính các lượng hình học: chiều dài, diện tích, thể tích. Tư

tưởng chính của định nghĩa tích phân là chia nhỏ (phân hoạch) rồi cộng lại. Thực ra ý

tưởng này đã có từ thời Archimedes (287-212 trước công nguyên), khi ông tính diện tích

parabola.

Ở đây, ta sẽ chỉ nêu các định nghĩa và tính chất của các lớp hàm khả tích và phương

pháp tính tích phân Riemann–Stieltjes mà không nêu chứng minh (các chứng minh có

thể xem trong [4]).

1.1 Định nghĩa và sự tồn tại của tích phân Riemann–

Stieltjes

Trong sách giáo khoa phổ thông, khi tính diện tích hình tròn người ta dùng phương

pháp xấp xỉ (trên và dưới) bằng diện tích của các đa giác đều ngoại hoặc nội tiếp. Đấy là

ý tưởng chính để định nghĩa diện tích hình phẳng. Tích phân trên và tích phân dưới bắt

nguồn từ trực giác hình học này.

1.1.1. Phân hoạch và tổng Darboux

Giả sử [a, b] là một đoạn hữu hạn của đường thẳng thực R.
1G.F.B. Riemann (1826-1886), nhà toán học người Đức; T.I. Stieltjes (1856-1894), nhà toán học và

thiên văn học người Hà Lan.
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Định nghĩa 1.1.1. Phân hoạch P của [a, b] là tập hữu hạn các điểm x0, x1, . . . , xn sao

cho

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b.

Ta viết đơn giản P = {x0, x1, . . . , xn}.

Ký hiệu P là tập hợp tất cả các phân hoạch của [a, b].

Ta nói rằng phân hoạch P ∗ là mịn hơn phân hoạch P nếu P ∗ ⊃ P , tức là mỗi điểm

của P là điểm của P ∗. Trong trường hợp đó, ta viết P � P ∗ hoặc P ∗ � P . Cho trước

hai phân hoạch P1 và P2 thì rõ ràng

P1 ∪ P2 � P1 , P1 ∪ P2 � P2.

Độ mịn của phân hoạch P thường được tính bằng số sau

|P | = max{xi − xi−1 , 1 6 i 6 n}.

Dễ dàng thấy rằng, nếu P ∗ � P thì |P ∗| 6 |P |.
Giả sử α là hàm không giảm trên [a, b]. Tương ứng với phân hoạch P ta đặt ∆αi =

α(xi)− α(xi−1).

Cho hàm thực f bị chặn trên [a, b]. Các tổng Darboux2 trên và dưới ứng với phân

hoạch P của f được xác định như sau:

U(P, f, α) =
n∑
i=1

Mi∆αi; L(P, f, α) =
n∑
i=1

mi∆αi,

trong đó

Mi = sup{f(x) : xi−1 6 x 6 xi}; mi = inf{f(x) : xi−1 6 x 6 xi}.

Chú ý rằng, với phân hoạch P bất kỳ, ta luôn luôn có

m[α(b)− α(a)] 6 L(P, f, α) 6 U(P, f, α) 6M [α(b)− α(a)],

trong đó M = sup{f(x) : a 6 x 6 b}, m = inf{f(x) : a 6 x 6 b}.
2J. G. Darboux (1842-1917), nhà toán học người Pháp.
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1.1.2. Tích phân Riemann–Stieltjes

Định nghĩa 1.1.2. Ta định nghĩa tích phân trên (dưới) của f đối với α trên [a, b] là số

hữu hạn cho bởi công thức sau∫ b

a

fdα = inf{U(P, f, α) : P ∈ P},(∫ b

a

fdα = sup{L(P, f, α) : P ∈ P}
)
.

Ta luôn có

m[α(b)− α(a)] 6
∫ b

a

fdα 6
∫ b

a

fdα 6M [α(b)− α(a)].

Định nghĩa 1.1.3. Ta nói rằng f là khả tích đối với α trên [a, b] nếu tích phân trên

và tích phân dưới của f bằng nhau. Giá trị chung của chúng được gọi là tích phân R-S

(Riemann–Stieltjes) của f đối với α trên [a, b] và ký hiệu là∫ b

a

fdα hoặc

∫ b

a

f(x)dα(x).

Ta ký hiệu R(α) là tập hợp tất cả các hàm f khả tích đối với α trên [a, b]. Nếu

α(x) ≡ x thì ta viết R = R(α) và gọi mỗi f ∈ R là hàm R-khả tích (hay khả tích

theo nghĩa Riemann trên [a, b]). Lúc đó tích phân tương ứng của f được gọi là tích phân

Riemann.

Mệnh đề 1.1.4. (xem [4]) Nếu P ∗ � P thì

L(P, f, α) 6 L(P ∗, f, α) (1.1)

U(P, f, α) > U(P ∗, f, α). (1.2)

Mệnh đề 1.1.5. (xem [4]) Ta luôn luôn có∫ b

a

fdα 6
∫ b

a

fdα. (1.3)

1.1.3. Điều kiện cần và đủ của hàm khả tích Riemann–Stieltjes

Định lý 1.1.6 (Riemann, xem [4]). Cho f : [a, b]→ R là hàm bị chặn và α là hàm không

giảm trên đoạn [a, b]. Khi đó, f ∈ R(α) trên [a, b] nếu và chỉ nếu với mọi ε > 0 tồn tại

P ∈ P sao cho

U(P, f, α)− L(P, f, α) 6 ε. (1.4)
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Mệnh đề 1.1.7. (xem [4])

(i) Nếu (1.4) đúng với P và ε nào đó thì (1.4) đúng với bất kỳ P ∗ � P .

(ii) Nếu (1.4) đúng với P = {x0, x1, . . . , xn} và si, ti ∈ [xi−1, xi] thì

n∑
i=1

|f(si)− f(ti)|∆αi < ε.

(iii) Nếu f ∈ R(α) và các giả thiết của (ii) được thực hiện thì∣∣∣ n∑
i=1

f(ti)∆αi −
∫ b

a

fdα
∣∣∣ < ε.

Chú ý 1.1.8. Khi xét tích phân Riemann thì ta bỏ chữ α trong các tổng Darboux và

trong tích phân trên (dưới). Người ta đã biết rằng:

(1) Nếu f : [a, b]→ R là hàm bị chặn thì ∀ε > 0 tồn tại δ > 0 sao cho∫ b

a

f(x)dx− L(P, f) < ε , U(P, f)−
∫ b

a

f(x)dx < ε

với mọi phân hoạch P thoả mãn |P | < δ.

(2) Nếu f : [a, b]→ R khả tích Riemann, (Pn) là dãy phân hoạch với lim
n→∞

|Pn| = 0 thì

lim
n→∞

L(Pn, f) =

∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

U(Pn, f).

(3) Giả sử f : [a, b]→ R là hàm bị chặn, P = {x0, x1, . . . , xn} là phân hoạch của [a, b].

Lấy tùy ý ci ∈ [mi,Mi]. Ta gọi

σ(P, f, C) =
n∑
i=1

ci(xi − xi−1)

là tổng Riemann của f ứng với P và C = {c1, . . . , cn}. Khi ci = f(ti) và ti ∈ [xi−1, xi]

thì ta đặt T = {t1, . . . , tn} và σ(P, f, T ) = σ(P, f, C). Khi đó ta có

L(P, f) = inf
C
σ(P, f, C) = inf

T
σ(P, f, T ),

U(P, f) = sup
C
σ(P, f, C) = sup

T
σ(P, f, T ).
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(4) f khả tích Riemann trên [a, b] khi và chỉ khi tồn tại số I hữu hạn có tính chất sau:

với mọi ε > 0 tồn tại δ > 0 sao cho

|I − σ(P, f, C)| < ε , ∀C hoặc |I − σ(P, f, T )| < ε , ∀T.

với mọi phân hoạch P có |P | < δ. Trong trường hợp đó

I =

∫ b

a

f(x)dx.

(5) Nếu f : [a, b]→ R khả tích Riemann, (Pn) là dãy phân hoạch với lim
n→∞

|Pn| = 0 thì

lim
n→∞

σ(Pn, f, Cn) =

∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

σ(Pn, f, Tn),

trong đó Cn, Tn là các tập bất kỳ chọn theo Pn.

Ví dụ 1.1.9. Cho hàm f : [0, 1]→ R được xác định như sau

f(x) =

 1 nếu x = 1
n
, n ∈ N,

0 trong các trường hợp khác.

Chứng tỏ rằng

∫ 1

0

f(x)dx = 0.

Lời giải. Với mỗi ε > 0 cho trước, tồn tại n0 ∈ N sao cho 1
n
< ε

2
, ∀n > n0. Chọn phân

hoạch P của đoạn [0, 1] như sau

0 = x0 < x1 =
1

n0 + 1
< x2 < x3 < · · · < xk =

1

n0

< xk+1 < . . .

< xm =
1

n0 − 1
< xm+1 < · · · < xp =

1

2
< xp+1 < · · · < xq = 1

sao cho ∆xi = xi − xi−1 < ε
4n0

, ∀i = 2, 3, . . . , k, . . . ,m, . . . , p, . . . , q. Khi đó

U(f, P )− L(f, P ) = U(f, P ) <
1

n0 + 1
+ 2n0

ε

4n0

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

(chú ý L(f, P ) = 0 và khi tính U(f, P ) ta chỉ cần xét (2n0 + 1) đoạn chia [x0, x1], [x1, x2],

[xk−1, xk], [xk, xk+1], . . . , [xp−1, xp], [xp, xp+1], [xq−1, xq] thôi).
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1.2 Các lớp hàm khả tích Riemann–Stieltjes

Trong mục này ta trình bày tính khả tích của hàm liên tục, đơn điệu, gián đoạn và

hàm hợp.

Mệnh đề 1.2.1. (xem [4]) Nếu f là hàm liên tục trên [a, b] và α là hàm không giảm trên

[a, b] thì f ∈ R(α) trên [a, b].

Mệnh đề 1.2.2. (xem [4]) Nếu f đơn điệu trên [a, b] còn α liên tục và không giảm trên

[a, b] thì f ∈ R(α).

Mệnh đề 1.2.3. (xem [4]) Nếu hàm f bị chặn trên [a, b], f có nhiều nhất một số hữu

hạn các điểm gián đoạn (liên tục từng khúc) trên [a, b] và hàm α không giảm, liên tục tại

mỗi điểm gián đoạn của f thì f ∈ R(α).

Mệnh đề 1.2.4. (xem [4]) Giả sử f ∈ R(α) trên [a, b], m 6 f(x) 6M với mọi x ∈ [a, b]

và g là hàm liên tục trên [m,M ]. Khi đó h = g ◦ f ∈ R(α) trên [a, b].

1.3 Các tính chất của tích phân Riemann–Stieltjes

Mệnh đề 1.3.1. (xem [4])

(i) Tập hợp R(α) là không gian tuyến tính (trên trường số thực) và tích phân R-S

là phiếm hàm tuyến tính, tức là nếu f, g ∈ R(α) và c, d là các hằng số thực thì

cf + dg ∈ R(α) và ∫ b

a

(cf + dg)dα = c

∫ b

a

fdα + d

∫ b

a

gdα.

(ii) Rõ ràng

∫ b

a

dα = α(b)− α(a).

(iii) Tích phân R-S bảo toàn thứ tự, tức là nếu f(x) 6 g(x) với mọi x ∈ [a, b] thì∫ b

a

fdα 6
∫ b

a

gdα.

(iv) Nếu f ∈ R(α) trên [a, b] và nếu a < c < b thì f ∈ R(α) trên [a, c] và [c, b] và∫ c

a

fdα +

∫ b

c

fdα =

∫ b

a

fdα.
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(v) Nếu f ∈ R(α) trên [a, b] và nếu |f(x)| 6M trên [a, b] thì∣∣∣ ∫ b

a

fdα
∣∣∣ 6M [α(b)− α(a)].

(vi) Nếu f ∈ R(α1) và f ∈ R(α2) thì f ∈ R(α1 + α2) và∫ b

a

fd(α1 + α2) =

∫ b

a

fdα1 +

∫ b

a

fdα2.

(vii) Nếu f ∈ R(α) và c là hằng số dương thì f ∈ R(cα) và∫ b

a

fd(cα) = c

∫ b

a

fdα.

Mệnh đề 1.3.2. (xem [4]) Nếu f ∈ R(α) và g ∈ R(α) trên [a, b] thì

(i) fg ∈ R(α),

(ii) |f | ∈ R(α) và
∣∣∣ ∫ b

a

fdα
∣∣∣ 6 ∫ b

a

|f |dα.

Mệnh đề 1.3.3. (xem [4]) Giả sử rằng

(i) α là hàm đơn điệu tăng và đạo hàm α′ ∈ R trên [a, b],

(ii) f là hàm bị chặn trên [a, b].

Khi đó f ∈ R(α) nếu và chỉ nếu fα′ ∈ R. Trong trường hợp ấy ta có∫ b

a

fdα =

∫ b

a

f(x)α′(x)dx.

1.4 Các phương pháp tính tích phân Riemann–Stieltjes

Mệnh đề 1.4.1. (xem [4]) Cho α là hàm đơn điệu tăng trên [a, b] và f ∈ R(α) trên [a, b].

Giả sử ϕ là hàm đơn điệu tăng thực sự, liên tục, ánh xạ từ [A,B] lên [a, b]. Đặt

β(y) = α(ϕ(y)) , g(y) = f(ϕ(y)) , y ∈ [A,B].

Khi đó g ∈ R(β) và ∫ b

a

fdα =

∫ B

A

gdβ.


